
50 Equacions diferencials 

Els models matemàtics són insubornables 

Les consideracions matemàtiques abstractes juguen un 

paper important en les ciències de la natura, la medicina, 

l'enginyeria, l' economia , les ciències socials i, darrera

ment, també en les finances . D'aquesta mena de lligams , 

se n'aprofiten les dues bandes : d'un costat, la matemà

tica contribueix a una millor comprensió de fenòmens 
complexos de l'experiència i, de l'altre , d'aquests con

tactes, en recull inspiracions per al seu propi desenvolu

pament . L'autor presenta exemples del seu domini de 

recerca . 

H ERBERT A MAN N 

A mitjan dels anys vint d'aquest segle, el biò
leg italià U. D'Ancona va observa.r que els es
tats d'equilibri biològi cs naturals de les poblacions 
de peixos podien ser modificats per les empreses 
p escadores . R ecerques es t a dís tiqu es, fetes en t re 

1910 i 1923, dels mercat s de Venècia, Trieste i Fi
ume, en què es descarregaven pràct icament totes 
les captures de l 'alt Adrià ti c, van mos trar flu c
tuacions considerables en la varietat i freqüència. 
de les espècies pescades. Durant els anys de la 
guerra, que van ocasiona.r una reducció conside
rable de la pesca, va augmentar significativament 
la proporció de peixos predadors - com a.ra tau
rons o rajades-, que viuen de varieta ts de peix 
més petites. El nombre de peixos comestibles, en 
canvi , que viuen d' invertebrats i pl antes, i que són 
la presa dels depreda.dors, va minva.r. D 'Ancona 
va concloure que la. recul a.da. de les flot es· de pesca 
en el període 1914-191 8 havi a. di sloca.t passatge
rament l 'equilibri biològic de l 'alt Adri à ti c a fa
vor dels predadors, però , per altra band a., no va 
saber donar una explicació sati sfactòri a. d 'a.quest 
fenomen. 

El sistema predadors-preses 

Vers 1925 el conegut matemàtic italià Vito 
Volterra, incitat per converses amb D'Ancona, 
va començar a preguntar-se si seria possible de 
trobar una explicació de les esmentades oscil
lacion:, mitj ançant mètodes matemàtics. Per a les 
seves consideracion s va ser fonamental adonar-se 
que en la lluit a per la supervivència concorrien 
dues classes de peixos. Per això va agrupar els 
peixos de l 'alt Adrià tic en dues classes , la dels 
depredadors i la de les preses, i mitjançant un pe
tit nombre de premisses senzilles va derivar un sis
tema de dues equ acions diferencial s que descrivien 
l 'evolució temporal d 'ambdues poblacions . Una 
anàli si d'aquestes equacions mostra un augment i 
una di sminució periòdi cs dels depredadors i de les 
preses, vari acions que essencialment són de signe 
contrari per les dues classes. Si a l ' instant t re
presentem la pobl ació de preses per v(t) i la de 
depreda.dors per d(t), podem considerar el parell 
P(t) = (p(t) , cl(t )) com un punt del pla, el qual en 
el decurs del temps descriu una corba tancada J( 

en el sentit contrari del de les b11sques del rellotge 
( figura. l). 

K 

P oblació de preses 

Figura l 



Descoberta la periodicitat mitjançant l'anàlisi 
matemàtica de les equacions diferencials, aquest 
estat de coses es pot interpretar fàcilment. Quan 
el nombre de predadors aug~enta, més preses 
són devorades i, per tant, el seu nombre dismi
nueix. Llavors, havent-hi menys provisions per als 
predadors, la seva taxa de mortalitat augmenta, 
amb la qual cosa la seva població disminueix. 
Com que menys depredadors necessiten menys 
aliment, la població de preses pot multiplicar-se 
tranquil-lament, i aquest augment comporta un 
augment dels predadors. Després d'un cert temps 
trobarem un alt nombre d'aquests i de les seves 
preses, amb la qual cosa el cicle pot començar de 
nou. 

Tals oscil·lacions periòdiques en sistemes de
predadors-preses s'obtenen d'unes poques hipòte
sis naturals sobre la coexistència i les raons de 
variació de les dues poblacions. És clar així, 
que apareixeran en qualsevol sistema concur
rent que es pugui modelar per equacions simi
lars, independentment de la. corresponent inter
pretació de les variables matemàtiques. En par
ticular, apareixen variacions periòdiques amb in
dependència d'influències externes, com ara les 
ocasionades per_ la pesca. 

És evident que les influències externes se super
posen a les variacions naturals i poden afavorir 
o perjudicar una o altra població. Així, podria 
semblar que la intensificació de la pesca perjudi
carà les dues poblacions, de for~na que la mitjana 
de predadors i preses disminuiràï el cicle ante
rior es reprendrà a un punt inferior, això és, amb 
grandàries d'ambdues poblacions disminuïdes. 

No obstant això, l'anàlisi matemà.tica · cie les 
equacio~s obtingudes per Volterra mostra que la 
regla anterior, basada en el'sentit comú, és falsa. 
En efecte, si es redueix la raó cie creixement 
de les dues poblacions en una proporció fixa no 
gaire gran -com ho comporta una captura equi
librada de totes les espècies-, obte!!,Ím el resultat 
paradoxal constatat segons el qual la mitjana de 
predadors disminuirà i la de preses augmentarà. 
Per contra, una reducció de la pesca. beneficia els 
depredadors i disminueix la quota dels peixos co
mestibles -com, de fet, succeí dura.ut la primera 
guerra mundial al mar Adriàtic. 

Aquest resultat sorprenent i remarcable, cone
gut com el principi de Volterra, també es va con
firmar quan es van introduir els insecticides. Això 
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vol dir que quan es fa ús de productes per a ex
terminar insectes que tenen efecte tant sobre els 
insectes predadors com sobre les seves preses, el 
creixement de les poblacions d'aquests es veurà. 
afavorit allà. on abans era controlat pels seus con
gèneres. Això es pot il·lustrar amb el cas del 
pugó del cotó, un insecte que va ser importat 
d'Austràlia, a través de l'Amèrica del Nord, a la 
segona meitat del segle passat. Com que a Aus
tràlia arruïnava els cultius de llimoners, es va im
portar també el seu adversari natural, una mena 
de marieta, i així la seva població es va reduir 
aviat a un nivell més baix. Amb la introducció 
del DDT s'esperava fer baixar aquest nivell encara 
més. El que va passar, però, allà. ou es va emprar 
aquest insecticida, fou que el pugó es va multi
plicar millor que abans -d'acord amb el principi 
de Volterra. 

El paper dels models matemàtics 

El sistema predadors-preses és un model mate
màtic molt senzill, i dràsticament simplificat, que 
avui només té valor històric i com a il·lustració. 
Malgrat que algunes suposicions que conté no 
resisteixen una crítica seriosa, és precisament a 
causa de la seva simplicitat i accessibilitat que 
pot servir per a perfilar una part del paper que 
la matemàtica juga en la descripció de fenòmens 
complexos. 

- Els models matemàtics són universals. Es po
den aplicar a situacions concretes d'orígens diver
sos, independentment del significat, en cada cas 
particular, de les variables per investigar. Per 
exemple, els sistemes de predadors-preses, o les 
seves generalitzacions i millores, poden contribuir 
a la comprensió cle fenòmens tan diferents com 
el problema de la pesca ja esmentat, la propa
gació d'epidèmies o fenòmens de les reaccions 
químiques. 

- Els models matemàtics dirigeixen la mirada 
sobre el que és essencial i obren un camí envers 
qüestions pertinents a través de la jungla de la 
diversitat. Així, per exemple, per a l'aclariment 
de les observacions de D'Aucona, Volterra va ex
treure els enunciats que necessitava dividint la to
talitat d'éssers marins de l'alt Adriàtic només en 
dues classes, la dels depredadors i la dels depre
dats. 

- Atès que no es deixen dur a l 'error pel sen
tit comú, els models matemàtics són insuborna-
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bles. Poden així conduir a resultats totalment 
inesperats que permeten que un problema do
nat es pugui veure amb una llum nova, com ho 
documenta perfectament el paradoxal principi de 
Vol terra. 

La matematització progressiva de les ciències 
de la natura, i també de la medicina, l'economia 
i les ciències socials, confronta tot el nostre 
món de l'experiència a preguntes i models més 
i més complexos, els quals han d'assolir deman
des cada vegada més altes. En el cas del model 
predadors-preses, ha estat suficient que conside
réssim l'evolució temporal de les mitjanes de les 
dues poblacions, i això ens ha dut a dues sen
zilles equacions diferencials ordinàries. En mo
dels més realistes s'han de considerar també, a 
més de l'evolució temporal, les interaccions es
pacials, com ara les dels processos de difusió. 
Això significa que en lloc d'equacions diferen
cials ordinàries tindrem equacions diferencials en 
derivades parcials. El maneig rigorós d'aquestes 
no és fàcil i és, especialment en el domini de 
les equacions no lineals, que són les que interve
nen en gairebé tots els models realistes, l'objecte 
d'investigacions actuals. Es pot obtenir una idea 
de l'augment de dificultat, en passar d'equacions 
diferencials ordinàries a equacions en derivades 
parcials, si tenim present que en el cas ordinari 
només s'ha de determinar un nombre finit de 
quantitats desconegudes (per exemple, la variació 
temporal de les poblacions de predadors i preses), 
mentre que en el cas d'equacions en derivades par
cials s'han de controlar infinites quantitats (per 
exemple, la variació temporal de la temperatura 
a cada punt d'un cos o d'un corrent). 

Naturalment, els models matemàtics seriosos de 
situacions complica.des es basen, en gran mesura., 
sobre lleis físiques conegudes, i no sobre regles 
del sentit comú, i no els podrem explicar, ni de 
bon tros, en el marc d'aquest article. No obstant 
això, intentarem, mitjançant els exemples que 
segueixen, de proporcionar al lector una introduc
ció a aquesta mena de problemes i al paper que 
hi juga la matemàtica. 

Subministrament d'oxigen als òrgans d'ani
mals de sang calenta 

A Dortmund, a l'Institut l\fax Planck de Fi
siologia de Sistemes, s'investiguen els processos 
d'intercanvi entre els capil·lars i els teixits d'orga
nismes de sang calenta. Per exemple, té interès de 

saber sota quines condicions està garantit un sub
ministrament òptim d'oxigen a les mitocòndries, 
o com es podria posar remei a una possible defi
ciència d'aquest subministrament. A tal fi, d'una 
banda es fan experiments, i de l'altra s'intenta 
deduir enunciats dels models teòrics. Ocasional
ment, per comparació dels resultats dels dos pro
cediments, es poden descobrir propietats del cor
responent sistema biològic (figura 2). 

Sitlema biològic 

Model fisiol~gico/fí•ic 

Model matemàtic 

Model matemàtic 

di:1cret ( ordina.dor 

Experimenta 

~~ 
_ Comparació . r,------,1 

Conclu:1ions sobre De11envolupament 

._el_si_si_em_&_bi_ol....:òg:....ic _ _;___ d'un tracta.ment 

Figura 2 

Aquesta forma de procedir és típica de molts 
dominis en què es voleu extreure conclusions de 
models i experiments. Tot seguit es construeix, a 



partir del sistema biològic i regint-se per criteris 
fisiològics, físics, químics i morfològics, un model 
fisiològica-físic, de la qual resulta un model ma
temàtic. En el ca.s que ens ocupa s'obté un sis
tema complicat d'equacions en derivades parcials 
no lineals. Per tal de poder disposar de da.eles 
explícites que es puguin comparar amb les ela.eles 
experimentals, a la pràctica hom es veu força.t, en 
tots els casos, de recórrer a. un altre model que 
sigui apte per al tractament numèric -el qual es 
coneix com a model discret. 

Les equacions diferencials, especialment si són 
complicades, en general no es poden resoldre de 
forma que obtinguem expressions ma.temàtiques 
"(funcions) que les compleixin i de les quals es 
pugui inferir tota la informació que desitgem. És 
un dels mèrits de la matemàtica, però, que faci 
possible, basant-se ·en investigacions teòriques, 
de treure conclusions sobre el comporta.ment de 
les solucions de les equacions sense necessitat de 
resoldre-les realment. Les preguntes fona.mentals 
són, sense dubte, les que demanen per a la bona 
fonamentació i estabilitat dels problemes. Quan 
hom considera que ja. s 'ha fet el primer pa.s, ha.ven t 
produït un model de la realitat, i que, a.l seu torn, 
d'aquest s'ha passat a un segon model, el ma.te
màtic, llavors esdevé ela.r que a.l llarg del camí hi 
ha tota mena de perills. Per exemple, Ull cl 'ells 
és considerar certs aspectes com a. secunda.ris i 
negligir-los en benefici d'un model més senzill, 
tot i que potser contribueixen indirecta.ment, de 
forma considerable, al fenomen estudia.t. Un al
tre és el perill de fer suposicions que duen a con
seqüències contradictòries que no s'ha.vien pogut 
preveure en la fase de modeli tza.ció. Aquests casos 
es descobriran, en general, en el model ma.te1;1à.tic, 
el qua.l llavors contindrà, per exemple, equacions 
incompletes, o que no tenen solucions o en tenen 
massa, en una paraula., contindrà. equacious mal 
fonamentades. D'aquesta forma., els sistemes ma.
temàtics inestables es cara.eteritzen pel fet que pe
tites variacions en els paràmetres ( arranja.ments 
experimentals) o en les dades comporten grans 
desvia.ments dels resulta.t s corresponents. 

Un aclariment satisfactori de 9üestions teòri
ques com aquestes no només té significació pel 
model fisiològico-físic, el qual s'ha. de repensa.r 
i modificar si li manca estabilitat o bona fona
mentació, sinó també per al tractament numèric 
de les equacions. · Els models realistes generen, 
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quan es cliscretitzen, sistemes de moltes equacions 
amb centenars, per no dir milers, d'incògnites que 
posen problemes fins i tot als més potents ordi
nadors d'avui. Un ordinador, en què s'han intro
duït les dades i els programes de càlcul, (quasi) 
sempre subministra resultats, val a dir solucions, 
fins i tot en casos en els quals les equacions inicials 
no discretitzades no en tenen cap! Quan es con
sidera el nombre astronòmic d'operacions que un 
superordinador fa per segon i es té en compte que 
els nombres de l'ordinador només consten d'un 
petit nombre de dígits, de forma que en cada 
operació es produeixen errors d'arrodoniment, no 
és sorprenent que els nombres de sortida puguin 
trobar-se -fins i tot si es presenten atractivament 
amb tècniques gràfiques actuals- lluny de la rea
litat. Aquest és el cas, especialment en els pro
blemes inestables, on petits errors d'arrodoniment 
poden tenir conseqüències catastròfiques. Quan 
per recerques teòriques es pot mostrar que les 
equacions del model matemàtic inicial no són con
tradictòries i que admeten una solució, i quan a 
més a més es pot garantir que la solució és úni
ca i esta.ble, llavors hem fet un gran pas encla
vant. De fet, els enunciats d'aquesta mena són 
fonamentals per a. obtenir fites de l'error que ens 
assegurin que els resultats donats per l'ordinador 
representen a.mb bona aproximació la realitat i no 
una. solució il·lusòria.. 

En el cas de model de transport d'oxigen prece
clen t, algunes de les qüestions matemàtiques es
mentades es poden resoldre satisfactòriament. 
Això es pot atribuir al fet que el model fisiolò
gica/físic es basa. sobre la teoria clàssica de la di
fusió, amb la qual cosa es pot descriur~ amb una 
classe d'equacions diferencials que s 'han estudiat 
extensiva.ment en els darrers trenta anys. El cas 
que segueix, en canvi, és un problema extraor
dinàriament a.ctual que ens mena fins a teories 
físiques no clàssiques de la. difusió. 

Les noves tècniques de medicació 

Els mètodes convencionals de tractament de 
malalties amb medica.ments consisteixen predo
minantment en l 'administració de pastilles, po
mades, gotes i injeccions intravenoses. En temps 
recents es treballa. intensiva.ment en el desenvolu
pament de nous mètodes de medicar. 

_ Després cl 'adri1inistra.r un medicament per un 
mètode convencional, en general augmentarà la 
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seva concentració a la sang, fins a assolir un 
màxim, i després disminuirà. fins a esvair-se. Com 
que cada medicament té un marge d'efectivitat, 
per sota de la qual és innocu i per sobre tòxic, 
les oscil·lacions de concentració poden comportar 
que s'alternin períodes d'intoxicació amb d'altres 
en que és inoperant. 

Les noves tècniques permeten que una única 
dosi del medicament es lliuri controladament al 
cos, a una velocitat constant, durant un període 
prèviament determinat (d'hores, dies o anys) i 
eviten així les dites oscil·lacions. Permeten tam
bé, endemés, localitzar el lliurament a una part 
determinada del cos, amb la qual cosa és possible 
evitar que afecti els òrgans veïns sans. Altres pro
fits són la reducció de la necessitat de tractaments 
continuats, l'augment del benestar general del pa
cient i l 'eliminació dels factors personals ( com per 
exemple, l'administració irregular de pastilles). 

Un dels mètodes consisteix a incorporar el 
medicament en un polímer que després es col
laca al lloc del cos desitjat. Llavors el material 
_polimèric lliura el medicament per difusió, reac
cions químiques o processos de dissolució. Per 
tal de poder controlar la intensitat i duració del 
lliurament, la bona comprensió dels corresponents 
processos de difusió té una importància fonamen
tal. Diguem només que es tracta de complicats 
desgastos pels quals la difusió ocasiona canvis 
mecànics del polímer, els quals al seu torn reper
cuteixen sobre els processos de difusió. Avui en
cara no es disposa de cap teoria física segura 
d'aquesta difusió visca-elàstica no clàssica en els 
polímers. És per aquesta raó que s'intenta desen
volupar, a partir de bases fenomenològiques, mo
dels matemàtics que permetin descriure aquests 
processos. Així es van inferir, com ara a l'Institut 
de Tecnologia de Califòrnia, equacions diferencials 
que sembla que descriureu, acuradament fins a 
una certa mesura, almenys alguns d'aquests nous 
processos de difusió. De fet, es tracta d'una classe 
d'equacions que fins ara no s'ha investigat en la 
literatura matemàtica. 

Per tal d'examinar la qualitat d'aquests models 
s'han fet càlculs numèrics extensius. Per reduir la 
complexitat de les equacions, a fi de mantenir el 
cost dels càlculs dins d'una fita raonable, es van 
fer una sèrie de suposicions simplificadores. Men
tre que els tests numèrics sobre les equacions sim
plificades semblava que proporcionaven els efectes 

desitjats, mitjançant una anàlisi matemàtica es 
va poder mostrar que les solucions de les esmen
tades equacions simplificades no podien tenir de 
cap manera les propietats esperades, de forma que 
el model havia esdevingut irreal per l'oblit de ter
mes essencials. Així, que hom hagué d'entendre's 
directament amb les equacions complicades, de les 
quals entretant, es va poder demostrar que es
taven ben fonamentades. 

Repercussions sobre la matemàtica 

Naturalment, només es tracta d'haver ofert, 
amb els exemples que hem escollit, una petita 
mostra del vast domini de la interacció de la 
matemàtica arn b altres disciplines científiques. 
Aquests contactes han estat sempre, en el decurs 
de la llarga història de les matemàtiques, d'una 
fertilitat extraordinària. Van impulsar el desen
volupament de disciplines matemàtiques senceres, 
les quals van ser investigades i reconstruïdes pel 
seu interès purament matemàtic, per una curiosi
tat intel·lectual del tot aliena a cap aplicació con
creta, només per constatar després de forma ines
perada que tenien noves aplicacions a altres do
minis. D'aquesta manera contribueixen conside
rablement al manteniment de la vivacitat i força 
d'aquesta antiga ciència. 
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